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4-дәрiс. Функция ұғымы. Функцияның мәнi және шегi

Дәрiстiң мақсаты – интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған керi есептiң шешi-

мiнiң жалғыздығын көрсету

Негiзгi сұрақтар:

1. Функция. Күрделi функция. Функция берiлуi

2. Функцияның анықталу және мәндер облыстары

3. Функция шегi нүктеде үзiлiссiздiгi. Коши мен Гейне бойынша үзiлiссiздiк

Функция ұғымы

Математикалық анализдiң негiзгi ұғымдарының бiрi — функция ұғымы. Бiз нақты бiр аргументтен

тәуелдi нақты функцияны қарастырамыз. Х және Y сан жиындары болсын.

Анықтама 0.1. Егер әрбiр x ∈ X айнымалысына белгiлi бiр ереже бойынша y ∈ Y саны сәйкестен-

дiрiлсе, онда X жиынында

y = y(x) немесе y = f(x)

функциясы берiлген деп айтылады. Мұндағы x — тәуелсiз айнымалы немесе аргумент, y — тәуелдi

айнымалы, X жиыны функцияның анықталу облысы, ал Y жиыны функцияның мәндер жиыны деп

аталады.

Функцияны белгiлеу кезiнде басқа да белгiлер қолданылады, мысалы:

y = g(x), y = φ(x), y = F (x), . . .

x0 ∈ X болса, онда

y0 = f(x0)

санын функцияның дербес мәнi деп атайды.
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Егер функцияның барлық мәндерi өзара тең болса, онда оны тұрақты функция деп атайды.

f(x) функциясы X жиынында жоғары немесе төменгi жағынан шектелген деп аталады, егер тұрақты

сандар M және m табылып, кез келген x ∈ X үшiн

f(x) ≤ M (немесе f(x) ≥ m)

теңсiздiгi орындалса.

Егер функция жоғарғы және төменгi жағынан шектелген болса, оны шектелген функция деп атайды.

Басқа жолмен:

∃K > 0 : |f(x)| ≤ K, ∀x ∈ X.

Функцияның графигi деп жазықтықтағы (x, f(x)), x ∈ X нүктелер жиынын атайды.

Функцияның берiлу тәсiлдерi

Аналитикалық тәсiл. Аргумент пен тәуелдi айнымалы арасындағы байланыс формула арқылы

берiледi.

Мысалдар.

1. y = x2, анықталу облысы (−∞,+∞), мәндер жиыны [0,+∞).

2. y =
√
1− x2, анықталу облысы [−1, 1], мәндер жиыны [0, 1].

Қосымша функциялар мысалдары

3. y = n! Бұл функция натурал сандар жиынында берiлген, мәндер жиыны: 1!, 2!, . . . , n!.

4. Функция signum немесе

y = sgnx =


+1, егер x > 0,

0, егер x = 0,

−1, егер x < 0.

(sgn белгiсi латынның signum — "таңба"деген сөзiнен алынған). Функция (−∞,+∞) анықталған,

мәндер жиыны: −1, 0,+1.
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5. Дирихле функциясы:

y = f(x) =


1, егер x рационал сан болса,

0, егер x иррационал сан болса.

Бұл функция (−∞,+∞) анықталған, мәндер жиыны: 0 және 1.

Кестелiк тәсiл

Бұл тәсiлде аргумент пен тәуелдi айнымалы арасындағы байланыс кесте арқылы берiледi. Мысалы:

x x1 x2 . . . xn

y y1 y2 . . . yn

Анықталу облысы — xi мәндерi, мәндер жиыны — yi. Кесте тек аргументтiң шектi мәндерiнде берiледi.

Мысалы, тригонометриялық немесе логарифмдiк функциялардың кестелерi.

Графикалық тәсiл

Физикалық өлшеулерде жиi кездеседi. Айнымалы x пен y арасындағы байланыстың графигi берiледi.

Функциялардың композициясы

f және φ функциялары сәйкесiнше X және Y жиындарында анықталып, φ функциясының мәндер

жиыны f функциясының анықталу облысында жатсын, онда кез келген x мәнiне белгiлi бiр ереже

бойынша F = f(y) функциясының бiр мәнi сәйкес келiп,

F = f [φ(x)]

функциясы анықталады. Осы F = f [φ(x)] функциясын f және φ функцияларының композициясы

немесе күрделi функция деп атайды. Мұндағы x — тәуелсiз айнымалы, y — аралық аргумент.

Қайсыбiр f және φ функцияларының композициясын

(f ◦ φ)(x) = f(φ(x)) немесе φ ◦ f

түрiнде жазады.

Айта кететiн жағдай: күрделi функция айнымалылардың тәуелдiлiгiн емес, олардың берiлу тәсiлдерiн

сипаттайды.



4

Функцияның айқындалмаған түрде берiлуi

F (x, y) = 0

теңдеуi y айнымалысын x-тен тәуелдi функция ретiнде анықтайды. Бұл y(x) айнымалысы берiлген

x-пен бiрге F (x, y(x)) = 0 теңдеуiн қанағаттандырады, демек, x белгiлi мәнiнде F (x, y) = 0 теңдеуiнiң

шешiмi болады. Мұндай y(x) функциясының берiлуiн айқындалмаған түрде берiлу деп атайды.

Функция шегi. Бiржақты шектер

Айталық, f(x) функциясы X сан жиынында анықталсын.

Анықтама 0.2 (Шектiк нүкте). Егер x0 нүктесiнiң кез келген аймағында X жиынының x0 өзгеше x

нүктесi жатса, x0 нүктесiн X жиының шектiк нүктесi деп атайды. Шектiк нүкте X жинында жатуы

да, жатпауы да мүмкiн.

X жиынынан x0-ке жинақты

x1, x2, . . . , xn, . . . (xn ̸= x0) (1)

тiзбегiн аламыз, сәйкес функция мәндерi

f(x1), f(x2), . . . , f(xn), . . . (2)

сан тiзбегiн құрады.

Анықтама 0.3 (Гейне бойынша шек). x0 нүктесiне жинақты (1) тiзбек бойынша құрылған (2) тiзбек

b санына жинақты болса, онда b санын f(x) функциясының x = x0 нүктесiндегi немесе x → x0 шегi

деп атайды. Оны былай жазады:

lim
x→x0

f(x) = b немесе x → x0 ⇒ f(x) → b.

f(x) функциясының x0 нүктесiнде жалғыз шегi бар, бұл {f(xn)} жинақты тiзбектiң жалғыз шегi бо-

латынан шығады.

Анықтама 0.4 (Коши бойынша шек). Егер кез келген ε > 0 саны үшiн δ = δ(ε) > 0 саны табылып,

кез келген x ∈ X,x ̸= x0 мәндерiнде

|x− x0| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε (3)

теңсiздiгi орындалса, b санын f(x) функциясының x = x0 нүктесiндегi шегi деп атайды. Бұл анықта-

маны функция шегiнiң “ε-δ” тiлiндегi анықтамасы деп атайды.

Теорема 0.1. Функция шегiнiң бiрiншi және екiншi анықтамасы эквиваленттi.
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Мысалдар

1. f(x) = C, (C = const) тұрақты функцияның сан өсiнiң әрбiр x0 нүктесiнде шегi бар. Шынын-

да, егер (1) кез келген x0 нүктесiне жинақты тiзбек болса, онда (2) тiзбек C,C, . . . , C, . . . түрде

жазылады. Демек, x = x0 болса, f(x0) = C, онда

n → ∞ ⇒ f(xn) → C немесе lim
x→x0

f(x) = C.

Сонымен, тұрақты функцияның шегi осы санның өзiне тең.

2. f(x) = x функциясының сан түзудiң кез келген x0 нүктесiнде шегi бар және ол x0 тең. Бұл

жағдайда (1) және (2) тiзбек тепе-тең болады. Демек,

егер xn → x0, онда f(x0) = x0, олай болса, f(xn) → x0,

немесе

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

x = f(x0) = x0.

3. Дирихле функциясы

f(x) =


1, егер x рационал сан болса,

0, егер x иррационал сан болса.

Дирихле функциясының сан өсiнiң бiрде-бiр нүктесiнде шегi жоқ. Шынында, x0 нүктесiне жи-

нақты рационал сан тiзбектерiне сәйкес келетiн функция тiзбегiнiң мәндерi бiрдей, ал x0 нүктесiне

жинақты иррационал сан тiзбектерiнiң шегi нөлге тең болады.

Гейне анықтамасы тiзбек шегiнiң ұғымына негiзделген, сондықтан бұл анықтаманы “тiзбек тiлiндегi”

анықтама деп атайды.

Шексiз аз, шексiз үлкен функциялар және оларды салыстыру

Анықтама 0.5 (Шексiз аз функция). y = α(x) функциясын x = x0 нүктесiнде немесе x → x0 шексiз

аз деп атайды, егер

lim
x→x0

α(x) = 0.

Егер y = f(x) функциясының x0 нүктесiндегi шегi бар және limx→x0 f(x) = b, онда

α(x) = f(x)− b

функциясы x0 нүктесiнде шексiз аз. Шынында,

lim
x→x0

α(x) = lim
x→x0

[f(x)− b] = lim
x→x0

f(x)− lim
x→x0

b = b− b = 0.
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Егер b саны f(x) функциясының шегi болса, онда функция тұрақты b саны мен шексiз аз функцияның

қосындысы түрiнде өрнектеледi:

f(x) = b+ α(x), мұндағы lim
x→x0

α(x) = 0.

Теорема 0.2. Саны шектi (ақырлы) шексiз аз функциялардың алгебралық қосындысы, көбейтiндiсi

және шексiз аз функцияның шектелген функциямен көбейтiндiсi шексiз аз функция.

Шексiз аз функцияларды салыстыру

α(x), β(x) функциялары x0 нүктесiнде шексiз аз болсын.

1. Егер

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0,

онда α(x) функциясын x0 нүктесiнде β(x) қарағанда жоғары реттi шексiз аз деп атайды да,

оны

α ⇒ β

белгiлейдi.

2. Егер

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= A, (A ̸= 0),

онда α(x) пен β(x) функцияларын x0 нүктесiнде бiрдей реттi шексiз аздар деп атайды.

3. Егер

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1,

онда α(x) пен β(x) функцияларын x0 нүктесiнде эквиваленттi шексiз аздар деп атайды, оны

α(x) ∼ β(x)

деп жазады.

4. Егер

lim
x→x0

α(x)

βk(x)
= C, (C ̸= 0),

онда x0 нүктесiнде шексiз аз α(x) функциясын шексiз аз β(x) салыстырғанда аздығы k реттi деп

атайды.

Ескерту. Егер x → ∞, x → +∞, x → −∞ болғанда шексiз аз функцияның ұғымы мен салыстырулары

жоғарыдағыдай жүргiзiледi.
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Мысалдар

1. sinx және x функциялары x → 0 ұмтылғанда эквиваленттi шексiз аз функциялар, себебi

lim
x→0

sinx

x
= 1.

2. sin 3x және sin 5x функциялары x → 0 ретi бiрдей шексiз аз функциялар.

1 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] жұмыстардан қарауға болады.
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